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Resumen:

El presente trabajo representa la modelizadon, en unmarco estético, del tamafio 0gimo
de una dudad. El lado ce la oferta esta caaderizado pa empresas idénticas que en ura
situadon ce competencia imperfeda, mientras que por e lado e la demanda, destacan
las familias que tienen preferencia por la variedad. Los resultados de tamaiio ogimo
acanzados ©n sensibles a la situadon e e@namias o0 desemnamias de ajlomeradon
y, a nivel de utilidad de los ciudadancs; asimismo se analizan las conseauencias en
términcs de diciencia de un impuesto-subsidio. En ura segunda parte, se analizan el
tamano ogimo de un sistema de dudades. Sin embargo, se observa que &ste depende de
la fase (temporal) de formaddn en que se encuentre d sistema de dudades, inicia o
final.
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1 I ntroduccidn

Hasta éocas redentes, la teoria eondmica urbana se caitraba en € andlisis del
sistema de dudades, tanto pa €l lado e la oferta (Weber, 1909 oHoover, 1948, como pa €
de la demanda (Arnatt, 1979 Arnatt y Stiglitz, 1979 Kanemoto, 1980 Yang y Fujita, 1980 o
Hochman, 1981 entre otros)l. El andlisis del sistema de dudades por € lado e la demanda, se
ha centrado, fundamentalmente, en e estudio del papel que juega d consumo de bienes
puHicos en laformaddny credmiento de las aglomeradones urbanas. Asimismo, también han
sido numerosos los estudios de demanda de locdizadadn, dstribucion ce la podaddény predo
del suelo (Alonso, 1964 Mills, 1967 Muth, 1969 oDe Salvo, 1977 e, incluso, autores como
Lucas (1988 o Raugh (1991 plantean que los individucs ohtienen utilidad de su interacdon
entre dlos.

La groximadon pa la vertiente de la produccén dantea que la oncentradén cke la
adividad econdmicay social entorno alas ciudades viene definida por tres fuerzas econémicas:
la reduccén del coste de transporte, la presencia de eonamias de escda 'y, pa Ultimo, la
existencia de dedos externos de ajlomeradén. De estos Ultimos, hay que distinguir entre
efedos externos de locdizaddn, que son externos a la enpresa einternos a la industria —que
permiten mantener los supuestos de competencia perfeda (Henderson, 1974; y, efedos de
urbanizaddn, que son externcs a la industria 'y la empresa, pero internos al areaurbana. Los
antecendentes a estos trabajos |os encontramos en la “causadén circular” de Myrdal (1957 y
las teorias obre los costes de transporte de Hirschman (1959 que dcanzan su apogeo con €
modelo de Krugman (1991) —aunqte nos podiamos remontar a Von Thiiren (1826, Weber
(1906, Christaller (1933 e incluso a Marshall (1890. La ideade los efedos desbhordamiento
surge en € trabajo seminal de Jacobs (1969 y sigue en Lucas (1988, David et al. (1990 o
Arthur (1990. La linea ontinla @n Saxenian (1994 en su estudio sobre la reladdn entre
Silicon Valley y Stanford University, y en Gaspar et al. (1998 donde se analizan los
desbordamientos “inteleduales’. Trabajos redentes (Benabou, 1993 Rauch, 19930 Imagawa,
1997 conedan concentrad6n industrial, desbordamiento intelecual (educadoén) y credmiento
eqondmico.

Sin embargo, no solo se derivan beneficios de la ajlomeradén, sino que garecen
costes 0 deseconamias de agylomeraddn (también Ilamados congestién). Con freauencia, este
tipo e mstes aparecen cuando las ciudades siperan untamafio determinado, tocan techo, y
comienzan a genera problemas. En este sentido, los argumentos de Bedker (1968 sobre d
crimen; los de Khan (1996 sobre la mntaminaddn o los de Glaesser (1999 la selecd6n
adversa, nas hacen comprender mejor laredidad inmediata de las grandes metrépdi s2.

Detodolo anterior se mncluye, que laliteratura, hasta éocas redentes, ha explicado €
tamafio de dudad en funcién ce la fuerza de aglomerad6n daminante en la misma (Fujita y
Thisse, 1996, aunque la importancia einfluencia que pueden gercer elementos tales como la
estructura del mercado interno nose ha analizado en profunddad. De i, que wnsideremos
opatuno investigar la formadén y configuradon e sistemas de dudades y su dmension en
situadones de cmpetenciaimperfeda.

Nuestro principal objetivo en este aticulo es por tanto, explicar la formadon ce las
ciudades en los momentos aduales, suporiendo que &iste una estructura organizativa de
diferenciaddn ce producto. Ell o, permite integrar los dos ambitos de estudio consideradas hasta

1un trabajo reciente sobre sistemas de ciudades es Brakman et al. (1999, donde se hace una sintesis de las trabajos sminales'y,
sobretodo, se discuten ampliamente las contribuciones de Krugman (1991).

2 Para una panoramica reciente sobre los beneficios y costes de la ajlomeradon ver Glaessr (1999 y Alonso-Villar y De Lucio
(1999.



ahora (demanda y oferta), ya que consumo y produccidn se presentan como fadores claves y
determinantes a la hora de investigar €l origen de las aglomeradones urbanas. La presencia de
bienes diferenciadas en las mismas permite alas econamias domésticas incrementar su nivel de
utili dad, mientras que para las empresas sipore unareduccion cel coste medio de produccion.

Otro ce los fines gue se persigue e este estudio es analizar cual es la magnitud dce
impuestos-subsidios que permite dcanzar € tamafio ce euilibrio y, pa tanto, ogimizar la
dimension ¢k la dudad. Finalizaremos este aticulo analizando cua es el nimero de dudades
que conforman unsistema en equili brio y con ura estructura organizativa de diferenciaaén dce
producto.

Para lograr 10s objetivos enumerados, organizaremos este trabajo en cuatro apartados,
que onjuntamente on laintroduccdny conclusiones, nos ayudardn a entender como se forma
y crece un sistema de dudades en situadones de competencia imperfeda. Para dlo, en €
epigrafe siguiente presentamos un modelo de dudad hisedorial, con unsedor servicios en
competencia monopdistica y diferenciados; a @ntinuadén, analizaremos € tamafio e
equilibrio de la dtada aglomeraddn; en e siguiente, se analiza la intevencién el gobierno
locd, esto es, se trata de aantificar cual es la magnitud de impuestos-subsidios que permitira
acanzar la dimensién égima de la misma; y por dltimo, investigaremos cua es €l nimero de
ciudades que @mporen un sistema en equilibrio, y bajo € supuesto de mpetencia
monopdistica

2 Descripciéon del modelo

Tal y como hemos referido anteriormente, en este goigrafe presentamos un modelo de
ciudad en equilibrio, con ds ®dores. econamias domésticas y produccon. No obstante, si

admitimos que estamos en ura situadon de ajilibrio general, € nivel de utilidad U de las
familias que habitan en la zona residencia es exégenc3, y que @ suelo urbano noes de
propiedad privada (podriamos suporer que d suelo es propiedad del Estado o de agentes no
residentes —absent landlords).

Por otro lado, asumimos que la dudad en cuestién es monacéntricay abierta?, que se
expande alo largo de una llanura sin acddentes geogréficos. Ademés, en ella se produce un
bien X y un conjunto de servicios Zy (Y=1, 2, 3, .., n) en e DCN, siendo € predo Py
determinado pa el mercado radonal.

2.1 Sedor economias domésticas

Asumimos gue todas las famili as de la dudad pcseen ura funcién ce utili dad separable
y estrictamente aasiconcava:

3 Laideaesque @ nivel de utilidad, L_J , de cualquier familia debe ser constante eigual en todo € territorio nadonal; por, tanto,
en equilibrio no tendra lugar la migradon.

4 se antiende por ciudad monocéntrica, aquella que se compone de dos anill os concéntricos: € central, llamado distrito de negocios
(DCN) Yy, € periférico, que eslazonaresidencial. El limite dela dudad (rs), i.e. del espado urbano, coincide con el principio dela
tierra de uso agricola. La dudad se ubica en un espado abierto, un llanura, sin acddentes geogréficos que le impidan €
crecimiento. Para un mayor conocimiento de este tipo de modelos ver Fuijita (1989, como referencia basica



no Y VE?
u:xahﬁ%zgﬁ, (1]

donck a,B,yyd >0;a + B+ 0 =1; sienda X el consumo famili ar del bien X; h es el suelo
ocupado pa una eonamia domésticg Z; el consumo familiar de la ambinadon de servicios
Z;; e parametro y a la Dixit-Stiglitz, y [ (0,1), representa las preferencias del consumidor por
la variedad de servicios, de tal forma que, cuando y — 1, los bienes n sustitutivos, mientras
que auando y — O, ocurre todolo contrario, es dedr, hay una mayor prefencia por la variedad
y las ecnamias domésticas experimentan ura mayor utilidad si incrementan e consumo de
todcs los bienes. En términos de Atkinson y Stiglitz (1988, se diria que aando ¥ —» 0 se
valoraladiversidad.

La funcién e mste de transporte 0 de comnuting para una familia situada a una
distanciar del DCN eslined ala Muth-Mill s°, de modo que:

T(r)=tr,
siendot (t>0), el coste de transporte por unidad der.
En base atodolo anterior, asumimos que d objetivo de aalquier famili a sera:

Max =X"hPzy C
I’,Zi [’
n L
saY-T(r)=X+RNh(r)+3 P, Z, E

i

n Y Q}{’
siendoY larentafamiliar; Zy: Z, = ézi (r)O , € consumo de la mwmbinadén Z; PZ es
. B

el predo untario del servicio Z; T(r) son los costes de transporte; h(r) el consumo de suelo; vy,
R(r) eslarentaunitariade latierra situada auna distanciar del DCN.

Resolviendo € problema de maximizadén anterior, oktenemos la funcién de demanda
compensadade X, hy Z:

X(ry=a(y -7()), [2]
h(r)=BY -T()R™(r), [3]
2,0)=fr -T( )Pz Yo, 4

La dasticidad E predo demandade Z; viene definida por la expresion:

pz‘_dzi E_ 1 + y zdzy
2 9P, Z, 1-y 1-yZ, 9P,

5 Ver Muth (1969 , Mills (1967 y Fujita (1989 para una introduccon. Artis et al. (2000 es un interesante trabajo sobre la
importancia de los costes de commuting en las decisiones de locdizad 6n.



sienda
7, 02,

P
= _zyz zy-l L-E
Z, 0P, Z IP,

Lafuncién de demanda para Z, se puede obtener sumandola expresion [4] para cala i
(i=1,2, .., n):

2,(n)=3(Y-T(r) ™, [5]

1oy
=Y [y
siendo | :EZ le‘_yg . Sugtituyendo las easadones [2], [3] y [5] en la epresion [1],

obtenemos lafuncién ce utili dad indireda:

V=aBPyRr)17°0-T())=U [6]
Or<r;. S invertimos la ewadon anterior, oktendremos la funcion ce renta del suelo (ver
apéndiceA.l):

By -T(r).1,U)=U Ba f*ﬁag ;(Y—T(r))tlz

gue & la maxima renta que una familia ha de pagar por una unidad de suelo situada auna

distanciar del DCN, manteniendo el nivel de utilidad U ;. de tal modo que, en equilibrio, la
ofertay demanda unitaria de suelo urbano coinciden y, par tanto:

R(r)=8B(y -T(r)1,U) [7]
Orofor | S sustituimos la epresion [7] en la funcion e demanda de suelo [3],

obtendremos una nueva expresion ce lamisma (ver apéndiceA.2.):

_a 5 o

AeY =T(r).1,U) = Usa #5 Pl 1 -T() 5
2.2  Sedor producdoén

Asumimos que cala servicio Z, posee una funcion de mstes idéntica y con
rendimientos constantes a escaa, que toman formalined:

L, =L, +1Z;, [8]
siendoLoy I>0; donck: L, esla catidad de trabajo necesaria paraproduwcir Z;; L, esel coste
fijo deprodwcir Z;;y, | representa d coste medio de prodicir Z, .

Suporemos que se trata de un mercado ce mmpetencia monopdistica en el que se da
unasituadon ce equilibrio de Cournat-Nash, lo cual nos obliga aadmitir, entre otras cosas, que
cada enpresa se mwmporta de un modo 6pgimo, independientemente, de las dedsiones que



adopten las demasS. En base atodo lo anteriormente resefiado, poadmos concluir que la
elasticidad demanda-predo E;, es:

E, = L
i 1 — y
El ingreso marginal de la enpresai-ésima sera

0 1L
IMg, =P, d-—L.
8 EzE

La empresai maximizara beneficios cuanda
P, =yCMg, , [9]

siendo CMg,, el coste marginal de Z". Lo cua pore de manifiesto, que cala firma fija un

margen de beneficio y ™', de modo qe aalquier incremento del coste marginal CMg, ,
repercutira en el predo final P, . La expresion [9] también nosindica que aianto mayor seala
preferencia de los consumidores por la variedad de servicios y, mayor serd d predo de
mercado ce Z; .

En equilibrio, todas las empresas produwciran la misma caitidad de servicios, ya que
poseen ura funcion ce mste y de demanda idénticas. Asi pues, € output prodwcido pa cada
empresa e esta situadon ser&:

Z9=y,I0-y)™". [10]

Sin embargo, la demanda de trabgjo de cala una de las empresas vendra definida por la
eauadon:

LS =L, [-y)™. [11]
Suporemos también, que en la dudad se produceun sblo bien fisico X:
X=cL,,

sienda c la catidad de trabajo recesario para produwcir una unidad del bien X; y, L, la
cantidad de trabajo empleada para prodwcir X. Ademés, en la dudad existe una situadén ce
pleno empl eo:

N=L*+L".

Bajo los supuestos de mmpetencia monopdistica cada empresa maximizara
beneficios:

lt/xlf';\)z(n: X-W,_ L, %
saX =cL, H

6Elo supone, que si unafirma dterael precio Pzi del bien que produce, no provocard la salida de la otra empresa del mercado; es

decir, 92, =0, Oj #i.
Z

7 Ademés, CMgZi =W, (sario).



Delas condciones de primer orden del problema anterior, se mncluye:
W_ =cP,

Una vez descrito € modelo, hemos de proceder a investigar a lo largo de los dos
epigrafes sguientes, cual es €l tamafio ce euili brio y 6ptimo de la dudad en cuestion.

3 Tamarfio de audad en equilibrio

En este gartado se andliza d tamafio ¢k una dudad en ura situadén ce auili brio, y
bajo los supuestos de que tan sdlo existen das ®dores y la estructura de mercado es de
competencia monopdistica Para dlo, hemos de comenzar suporiendo que la renta maxima que
una famili a ha de pagar por una unidad de tierra, en el limite de la zona residencial r; de la

ciudad, serdigual a coste de opartunidad del suelo destinado a usos agricolas R;:
Rs =B(Y -T(r).1,U), [12]

siendo Rs>0. Si operamos en la expresion [12], oltenemos la funcion del limite urbano en
equili brio:

r, =r(Y,U).
El nimero de famili as que pueden habitar en la dudad ser&

It 21T dr,

N{v.U)= Ay -T(r).1.U)

siendo N(Y,U) la cantidad total de podaadon.

Si invertimos la expresién anterior, oktendremos la expresion e los costes marginales
de unafamilia asiando deseamantener €l nivel de utilidad U :

B

ENUE([B 1)t2IZD+B
— BB+ H
Y(N,1LU)= 55 0
H afsf2mB® G

En urasituadén ce eyuili brio, el salario monetario W,, hade ser igual a coste marginal
privado Y(N, I ,U) y a ingreso marginal de las econamias domésticasWn}:

B
Dﬁl 9 —(1—y)é E(ZB*'O’)
. = st> 1+ B~ B .
AR B L ST KN ) SR
H 2m’s’py’ d
siendo W,; la renta que ha de redbir cada enpleado el sedor produccaén para mantener el

nivel de utilidad U, L* e ndmero de anpleados del sedor X, esto es, € tota de podaddn
adiva del sedor; y n el nimero de anpresas productoras de servicios, que también podia ser
interpretado como el tamafio cela dudad.

En base atodolo anterior, podemos formular |os teoremas sguientes:



Teoremal: Sea Liy u >0,
D awly-T()U,L¥)

<0 SiB+d<oy™

an
i N =TT L R
) aw, [y ﬁTr(]r),U,L )%o 10>/, sendo n= (L-y)o

Lo[yﬁ - (1_ y)é] .

Interpretacion geométrica. i) De la ewadon [13] se mncluye, que en ura situadén ce
equili brio, a medida que aumenta n, las ecnamias domésticas necesitan incrementos menores
de renta W, para mantener el nivel de bienestar U, ya que la utilidad marginal 3 que les
reporta @ consumo de tierra es relativamente menor, que d propacionado pa los srvicios 0
(véese figura 1). En este cao, podemos hablar de que en la dudad existen ecmnamias de
aglomeradén,y que d tamafio cela dudad en equili brio esn” (ver apéndiceA.3).

W, W,

W W
|
|
[
1
|
: w [T, n 1Y)
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Figura 1: Tamafio de una dudad en equili brio cuando o< dy*
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Figura 2: Tamafio ce una dudad en equili brio cuando 83> dy*

ii) Por analogia, podemos concluir que en lafase inicial de desarrollo de la dudad, en la que
existen emnamias de ajlomeradén, las famili as necesitan menores aumento de renta Wn;, a
medida que se incrementa d ndmero de servicios n, para mantener € nivel de bienestar U; ya
que, en este cao, la utilidad marginal B que les reporta d consumo de tierra es relativamente
menor que d proparcionado pa los srvicios . Sin embargo, a partir de un determinado rivel
de servicios ﬁ, surgirdn desemnamias de alomeraddn, siendo pa tanto necesario,
incrementos de rentaWn'1 mayores, para mantener €l nivel de bienestar U, amedida gque aece ¢
ndmero de empresas de servicios n (véase figura 2). En este cao, apredamos resultados
inconsistentes, tales como e existen dos tamafios de dudad en equili brio (n” 'y n™), ya que
hay dos purtos de wrte entre la lineade salario W, y la arva de ingreso marginal de las
emnanias domésticas Wn;, siendo n” la dimensién que dcanza la Gudad cuando operan los

efedos externos de ajlomeradén (los desbordamientos), y n™- el tamafio gue logra la misma
cuandoaparecen las deseconamias (la awngestion).

Corolario dgl teorema 1. i) La situadon dce eyuilibrio, en e supuesto de que
oW, (v -T(r)U,¥)

5 <0siB+0<0y™, esestable, ya que d salario monetario W, es
n

OW,| oW,

igual al ingreso marginal privado W, y, ademés,
an o an

oW, Y -T(r)U,L¥)
an
gue los ingresos marginales privados Wn'1 podén aumentar si se incrementa @ volumen de

ii) El equilibrio, en el supuesto de que

%O Dn%ﬁ esinestable, ya

poHadén adiva L* del sedor servicios, llegandose incluso a dcanzar una situadén estable,

cuando LX = LY] (véase figura 3).

. +
"y oy

Figura 3: Tamafio ce una dudad en equili brio cuando B3> dy''y para
distintas cantidades de pollad6n adiva ocupada del seator X, L*



Teorema 2 El tamaiio N" de una dudad en equili brio estable disminuird, cuando

se incremente d nivel de bienestar de las familias U y, Simultaneamente, existan
deseconamias de aglomeradon.

Interpretacion geométrica: A partir de la ewaddn [13] se deduce que auando se
incrementa d nivel de utili dad U, aumenta d ingreso margina de las econamias domésticas
Wn; y, pa tanto, dsminuye d nimero de firmas n del sedor servicios, ya que existen
deseconamias de alomeraddn, como se observa en la figura 3. Obviamente, cuanto mas
reducido sea ¢ nimero n de enpresas, menor seré d tamafio N" de la dudad en equilibrio
estable.

Del teorema anterior, también se ancluye que € nivel de bienestar U de las econamias
domésticas ® incrementara, siempre que se reduzca N, en presencia de deseconamias de
aglomeradon. Este resultado es bastante razonable, en presencia de mngestion (debido a la
sobre dimensién ¢k la dudad) los costes de vivir en ura dudad comienzan a ser mayores que
los beneficios (Glaesser, 1998. Una vez analizado el tamafio de una dudad en equilibrio,
debemos pasar a estudiar ladimensiéon égima de la misma.

4 Tamario gptimo de dudad

La pregunta que con mayor freauencia se formulan los estudiosos del tema es acecade
cual sera d tamafio 6pimo de dudad, cuando existe un gobierno locd encagado e la
planificadon y € ordenamiento territorial de la misma. La aministradén pubica puede
expropiar tierra de uso agricola y arrendarla alas econamias domésticas a una renta R, con €l
fin de que se dcance la dimensién Ogima. El objetivo del gobierno serd maximizar el
excedente de renta S, que se define como la diferencia entre los ingresos de producdény el

coste de mantenimiento del nivel de utilidad U :

i 1 B 5 9
MaxS =P, X — BI'(r)—UEh azZ an” Eﬁ(r)dr,
n(r).mlr), n

2()2.%

[14]

siendo m(r) el nimero de famili as stuadas aunadistanciar del DCN.

La funcion obetivo anterior estd sujeta d limite de suelo en la dudad:

I

d(r)> m(r)n(r), Or <r,; a limite de podadén en la dudad: N :Im(r)dr; a la propia
0

capaddad de produccion del bien X: X =cL* ; al limite de trabajo requerido para produwir Z:
L, =L, +1Z; a del plenoempleo: N=L, +L* , siendo L* =ZL,n;y, a equilibrio entre

ofertay demandade Z: Z =J’2(r)m(r)dr .
0

10



4.1  Tamafo ¢ptimo

A lavista de lo anteriormente expuesto, se trata de resolver un groblema de ontrol, en
e que los predos sombra son: Rs(r) (para d caso del suelo urbano), @ (paralarestricadn ce

pobadon), ¢ (de prodwir X), X (el del trabajo requerido pera prodwcir Z), n (para la
restricdon ce plenoempleo) y { (para d supuesto de ejuili brio entre ofertay demanda de Z).

Para solucionar este problema (ver apéndice A.4.) es necesario que Rg (r),(o,)(,n y
{ OR, siendo &r<ry, detal modo, qu las condciones de optimizadén son:

oL ] _1 B 9 00
=-0,+Uch Z an " -{mlr)- Rs(r)+ ¢=0, 1
o) 2 - (r)-Rs(r) [15]
oL _ Opr e 8 20 _
) S-O{Uah zn ém(r) Rs(r)m(r)=0, [16]
oL _ 0ot ey e )=zl )=0
ﬁz(r)_ S-E achan "z gnr {mlr )=0. [17]

Las condciones detransversalidad para L, L*, N, n, X y Z son

n-xn=0, [18]
yec-x =0, [19)
—p+x=0, [20]
gy 1 B2 g
-F—Uahezen * Em(r)—)(LZZO, [21]
gw 8
P, -y =0, [22]
{-lp=0, [23]
STk ek, )z ok )0, s

La ewado6n [15] representa d coste marginal social que supore un incremento
infinitesimal del ndmero de familias m(r) locdizadas a una distancia r del DCN |,

manteniéndose onstante d nivel de bienestar U . Por otra parte, s asumimos que larenta de la
tierra R(r) es igual al coste de opatunidad de ese suelo destinado a usos agricolas Rs(r),

concluimos que la expresion [16] expresa la reladon margina de sustitucion entre suelo y €l
bien X. Por €l contrario, la ewaddn [17] eslareladdn margina de sustitucion entre los bienes
ZyX.
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Las condciones [18] y [19] representan el beneficio marginal social de los empleadas
en los edores X y Z, respedivamente, en ura situadon ce pleno empleo. Sin embargo, la
expresion [20] nos indica que en equilibrio, el coste @ y beneficio margina social X
coinciden. La ewmiadon[21] refleja d beneficio marginal de una enpresade laindwstrial Z de la
ciudad; mientras que [22] y [23] expresaque los predosde X: P, y Z: { sonigualesa coste
marginal de producdén. Por Ultimo, la cndcién [24] sefiala aual es €l coste marginal privado
en el limitedelazonaresidencia r, dela dudad.

A partir de las condciones de optimizaddn y de tranversalidad del problema [14],
podemos andlizar la reladon ge «iste entre: produccon opgima y de eyuilibrio en ua
empresa del sedor servicios (teorema 3), € diferencial de renta del suelo y los coste fijos,
cuando la dudad alcanza su tamafio 6pimo (teorema 4) y la diversidad de servicios en
equilibrioy el nimero égtimo (teoremab).

Teorema 3: La produwccénd éptima Z° de cala empresa del sedor servicios,
coincide mnlade eguili brio Z".

Dem: ver apéndiceD.1.

Teorema 4. Cuandola dudad alcanza su dmensién 6gima, el diferencial de renta
del suelo es mayor o igual que d coste fijo de produccion e los srvicios.

Dem: ver apéndiceD.2.

Teorema 5: El tamafio n de una dudad en equilibrio, nose wrresponce ®n la
dimension épgima n® del secor.

Dem: ver apéndiceD.3.

4.2  ImpuestosIndirectos

En este subapartado, estudiaremos cual ha de ser €l papel ajugar por el gobierno locd,
s quiere que d tamafio de equilibrio de la dudad coincida @n e 6ptimo paretiano. En €
siguiente teorema analizamos, pa tanto, como ha de aduar € gobierno locd, para que se
alcanceun equili brio eficiente:

Teorema 6: Si € gobierno locd establece un impuesto dredo sobre la renta
9

T, =1-y?"*° procedente del sedor servicios, y subsidia alas empresas de esta

rama en una aantia g = 1=V (esdedr, en funcion cdl coste marginal CMg, de
y
cadafirmay del predo de mercado P, del servicio)9, se logrard una situadén ce

8 Vid. Dixit y Stiglitz (1973, Abdel-Rahman (1987) y Abdel-Rahman (1988.
9 Véase la ecuadon [9].
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equilibrio eficiente, esto es, la produccién 6gima Z° de cala empresa de
servicios, coincide mnlade euilibrio, Z".

Dem: ver apéndiceD.4.

Contodolo expuesto hasta ahora, hemos llegado a concluir cual es el tamafio Ggimo de
una dudad monacéntricay la dimension ce la misma en ura situadén e eyuili brio, bgjo €
supwesto de diferenciad6n el producto; sin embargo, € ledor habra comprobado gle no
hemos hecdho referencia dguna ala primera parte del titulo del trabajo, es dedr, al concepto de
sistema de dudades y, mas concretamente, a la dimension del mismo. Nuestro oljetivo en €l
epigrafe siguiente es cubrir lalaguna, anteriormente resefiada.

5 El tamafio de un sistema de dudades en equilibrio

Suporgamos un peis en el que &isten varias ciudades que conforman unsistemay que
interacdonan entre si. Por tanto, €l sistema es e resultado, késicamente, de tres fuerzas que
explican la mncentradén ke la adividad econdmicay socia entorno alas mismas: lareducdén
del coste de transporte, la presencia de emnamias de escday, pa dltimo, la eistencia de
efedos externos de alomeraddn. Por otra parte, las ciudades mantienen reladones
comerciales, dado que cala una produce un servicio Z; y las econamias domeésticas revelan
preferencias por la variedad de servicios y, dado qie dlo le reporta un incremento en e nivel

de utilidad U. Ademés, existe una movilidad perfeda entre d conjunto de dudades que
conforman € sistema, dado que se locdiza en ura llanura, sin acddente geograficos. No
podemos finali zar sin resefiar, que en cada aglomeradon se producetambién un hen X, ademéas
del servicio mencionado anteriormente.

Al igual que en € caso anterior, suporemos que d sedor productivo se locdiza en €
DCN de cala dudad, mientras que las famili as £ ubican en la zonaresidencial, de modo que d

nivel de utilidad U de lamismas es exdgeno, es dedr, estd determinado anivel nadgonal.

5.1 Lasemnomiasdomésticas

Asumimos que cala familia posee una funcidn ce utilidad separable y estrictamente
cuasiconcava:
trf
U=Xx° ziVHD, [25]
N

B

senda a,yyd >0;a + 9 =1; X la catidad del bien que @nsume cala una de las famili as de

la nadon. Ademas, observamos que las distintas econamias domésticas que cnforman €l
sistema ocupan en propiedad uraunidad de suelo residencial, h.

Lafuncidn e costes del transporte para la distintas familias de la dudad i eslined ala
Muth-Mill sy, par tanto, depende de ladistanciar, a DCN (de cala dudad i):

T. =t ,
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siendo, t, >0.

En base atodolo anterior, admitimos que d objetivo de aalquier famili a sera:

1 C

MaxU = x"%z zyE’f -
nZiX 1 | E
L

L

L

E

saY -T, =X +R(r)+

Resolviendo e problema de maximizadon anterior, okltenemos la funcion de demanda
compensadade X y Z;:

X(r)=aly, -R()-T,). [26]

2.()=loly -7, -R )Pz b, 27

1

siendoZ, ZEZZiVH' La funcién ce demanda Z, se obtiene a partir de la expresion
' T O
anterior:

2,0)= 3 2.()=af -R()-T, ),

1y

n -y y
siendo |t = % Pzil‘VE . Sustituyendo las eauadones [26] y [27] en la epresion [25],

obtenemos lafuncién ce utili dad indireda:

_5(1-y)

Vi(r):a"d‘sEZPz_i_VyE y (Yi—Ri(r)—Tri)EU,Dr>rf. [28]

Dado qle en este cao, suporemos que d suelo urbano es propiedad de los residentes,
podemos definir larentafamiliar Y, dela dudad i-ésima (ver apéndiceA.5.):

Y, =W, —dR,

siendo dR la proparcién cel diferencial de renta del suelo de la dudad i, con respedo a las
restantes del sistema, que crresponck a cala e@namia doméstica

5.2 El sedor produccdoén
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Se supore que en cada dudad se produce un ben X, cuya funcion de produccion se
caaderiza por: depender de un Urico inpu L, que e € trabgol% presenta rendimientos
constantes a escada, ya gque se trata de una reladén e proparciones fijas; y, e fador de
progreso témico es neutral en sentido de Hicks (y representa los efedos externos de
locdizaddn —ver apéndice A.6):

X! =X(Ly oy, OjOXei=12,..n,

siendo, in el volumen de podadon adiva de laindustria X en la dudad j; vy, ij e trabgjo
necesario para prodwcir unaunidad de X en la empresaj delaindustria X11,

Las emnamias de locdizaddn son todcs aquellos efedos externos derivados de la
amplia oferta de podadoén adiva epedalizada, de las posibilidades de sustitucion en el
empleo, la proximidad locaziona de empresas con ligazones comerciades, .... Estas
externalidades ©n ce signo ce positivo, es dedr, dan lugar a incrementos en € nivel de
produccon cel bien X.

La expresion anterior se mmporta de aaierdo alas propiedades sguientes:
o X(Ly )

X;

Propiedad 1. >0, es dedr, la productividad marginal de la funcion de

locdizad6n es positiva.

Propiedad 2: Los efedos externos de locdizadon no afedan a la dimension ce la
industria X, dado que las funciones de produccion ck las distintas empresas que conforman la
misma, poseen rendimientos constantes a escda.

El objetivo de la enpresaj sera
Max[' = py X =W, L ]
JLx D;
H

sax; =X(L, )x,

siendo, |'|j el beneficio de la enpresaj; py e predo untario del bien X en la dudad i; y,
W, e sdariomedioenla dudadi.

A partir de las condciones de primer orden del problema de optimizad6n anterior,
concluimos que:

PM >j<i (in )E Px, X(in ):Wn?,
es dedr, la productividad marginal de la enpresa j de la induwstria i PM)"<i esigual a saario
medio dela dudadi,WmD.

Una vez descrito los dos sdores del modelo de sistema de dudades, hemos de
proceder a estudiar cual sera d tamafio del mismo en urasituadén ce equili brio.

5.3 El nimero de dudades en un sistema en equilibrio

10 Egta restricdon se impone con € fin de simplificar € desarroll o de nuestro andlisis.
11 Se supone que ij es constante en todo € territorio nadonal.
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No podamos finalizar este trabajo sin analizar uno e los aspedos mas fundamentales
que dan sentido a este estudio, esto es, cual serd d nimero de dudades que forman unsistema
en ura situadon dce auilibrio. Para dlo, comenzamos redefiniendo la funciéon de utili dad
indreda V, (r) 12[28]:

_ _9(y) 1 1 k=
w@=ara w5 E T b DR B
H 3 N N ﬁ=

Ur<r,.

Si invertimos la funcion anterior, oltendremos la expresion del ingreso marginal de las
econamias domésticas Wr;1 (U ,n):

E
ST . H

W (0.n)=C Ul i 3(m)2 5
m 0 5(1-y) 1 1 0
m8%y°n ¥ 3m)e-2+n? g

que representa la renta W,;\ (Un) gue las familias de la dudad i han de redbir para dcanzar el
nivel de bienestar U . La funcion anterior cumple:

<0,
an

es dedr, cuando mayor es el nimero de dudades n que conforman € sistema de dudades,
menar sera d ingreso marginal Wr;\ (L_J n) gue cala famili a ha de redbir para mantener el nivel

de utilidad U .

Por el contrario, €l salario monetario Wm que redbe la fuerza laboral ocupada e €l
sedor X (ver apéndiceA.7) sera
L, B

_th p
W, () ﬁ 37;@1@2 1-y

Se pLEde demostrar que oW, m ><O On Agﬁt% esto es, en la fase inicia de
formadén cel sistemade dudades (en laque existen econamias de locdizadén), unincremento
infinitesimal del ndmero de alomeradones n que conforman e mismo, se traduce e un
aumento del salario monetario Wm (n) que se ha de pagar ala mano ce obra enpleada en la

industria X; mientras que, en la dapa siguiente de deseconamias de locdizadon, don@ se ha

12 Esta nueva especificadon delafuncion de utilidad indirecta V, (r) dela dudadi.
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encontrado el techo alos efedos desbordamiento, unincremento del nimero de dudades n que
conforman el sistema, provocara una disminucion delaremuneradon W, (n) de los empleados

en € sedor produccdoén.

A partir de todo lo anterior, podemos deducir el tamafio de un sistema de dudades en
equili brio, esdedr, cual es el nimero de aglomeradones n en ura situad6n como la descrita:

Teorema 7: Para un rivel de bienestar U, existe un tamaiio de equilibrio del
sistema de dudades (nD,nDD) pasitivo.

Interpretaciéon geométrica:  En la figura 4 se gredan geométricamente, las dos

oW, (u,n)<0 , oW, _

afirmadones anteriormente lanzadas:

<O Dn%%ﬁ% y por

tanto, okservamos que aualquiera de los posibles purtos de equilibrio del sistema (nD,nDD) son
positivos.

Figura 4: Nimero de dudades en unsistema en equili brio

No obstante, hemos de resefiar que aando el equilibrio del sistema se dcanza para un

oW, (n)

ndmero de qudades reducido n”, éste es estable, debido a que >0; sin embargo, si

el purto de euili brio fuese N, se trataria de una solucién inestable, ya que n ura reduccién
del tamafio &l sistema n, las familias lograrian incrementar sus ingresos Wr;\ (U,n) Y,
simultaneamente, los asal ariados experimentarian unaumento en sus remuneradones.
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5.4 Tamafo de sistema de dudades cuando variala utilidad

Hasta a&hora hemos considerado e € nivel de utilidad era constante, sin embargo, en
é siguiente teorema vamos a analizar el tamafio de un sistema de dudades en ura situadon e
equili brio, cuando éste varia:

oW, (n)

5 >0, e nimero de dudades n” del sistema e
n

Teorema 8 i) S

equili brio aumentard si se incrementa @ nivel de bienestar U de las eonamias
domeésticas.
oW, (n)

7 <0 e nimero de dudades n" del sistema en equili brio dismintira si
n

i)

seincrementa d nivel de bienestar U de las ecnamias domésticas.

W, (n)

Interpretacién geométrica: i) Enlafigura5 se observa que auando >0,i.e,en

presencia de dedos d%b_ordam_iento, s seincrementa d nivel de utilidad U de las ecnamias
domésticas (se pasa de U1 a U2, siendo U1 <U ), apredamos que aimenta d nimero de
ciudades n que mnforman el sistema (se pasade n; any, siendo n;’ <ny).

1

Fuase irivial Fase final
Jormacion Jormacion
sisfema sisfema

Cildades Ciudades

Figura 5 Funciones de utilidad para distintos tamafios del sistema
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(n)

M2 7<0,i.e enlafase de mngestion, si se

i) En lafigura 5 se observal3 que auando

incrementa d nivel de utilidad U de las econamias domésticas (se pasa de U: aU-, siendo
U1 <U2), apredamos que disminuye d nimero de dudades n que mnforman el sistema (se
pasade n; an;” siendo n;” > n;").

Se oncluye por tanto, que en lafaseinicial de formadén del sistema de dudades on,
unincremento del ndmero, n, de dudades que comporen € sistema, se traduce @ unaumento

del nivel de utilidad U , ya que los beneficios que obtienen famili as Wn'] (U,n), a poder acceler

auna mayor variedad de bienes X, (i =12...,n), son superiores a los derivados de la mayor
remuneradon salarial W,,, motivada por la presenciade eonamias de locdizadon.

Sin embargo, en la dapa final de formadén el sistema n o0, un incremento del
ndmero de dudades n que comporen el sistema se traduce e ura disminucion cel nivel de

utili dad U, ya que los beneficios que obtienen famili as Wr;1 (L_J,n), pa poder accaler a una

mayor variedad de bienes X, (i=1,2,..,n) son inferiores a los derivados de la mayor
remuneradon salarial W,,, que generala presencia de eonamias de locdizadon.

6 Conclusiones

Una vez expuesto € modelo que explicala formadény credmiento de un sistema de
ciudades en situadones de diferenciad6n del producto, hallegado e momento de enumerar las
principales conclusiones que se extraen del mismo. Sin embargo, antes de mwmenzar a enurciar
los principales resultados del estudio, es predso reardar alguncs de los supuestos redizados,
dado gque en gran medida explican algunas de las conclusiones obtenidas. Se supore que en
cada aglomeradén ubana existen dos ®dores. ecnamias domésticas y produccon. Las
familias poseen un nvel de utilidad exdgeno y revelan preferencias por la variedad de
servicios, mientras que d sedor productivo dferta n tipos de servicios diferenciados, y un bien
X.

En equili brio, las econamias domésticas necesitan, en la fase inicia de formadén del
sistema, menores incrementos de renta para mantener €l nivel de utilidad, a medida que se
incrementa & numero de servicios (0 lo que e igual, e ndmero de enpresas), debido a la
presencia de dedos externos de locdizadén; sin embargo, en la siguiente fase, requeriran
incrementos mayores de renta, dado qle se enfrentan a una situadén e desecnamias de
aglomeraddn. No olstante, hemos de resefiar, que la primera situadon de euili brio es estable,
mientras que la segunda es inestable.

Cuandolasituadon dce equili brio es estable, el tamafio cela dudad dsminuye, siempre
que se incremente d nivel de bienestar de las famili as que habitan en la misma en la fase de
deseconamias de aglomeraddn. También se puede hace laledura inversa, es dedr, cuando €l
nivel de utilidad de las econamias domésticas aumenta, la dudad adquiere una dimension
mayor.

13 Lafaseincial de formadon ddl sistema, podria ser una dudad textil; la final, una dudad financiera (agradecimientos en este
purto a evaluador anénimo).
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Del andlisis de las condciones de optimizad6ny transversalidad concluimos, en primer
lugar, gque laproducddn dpimay de ejuili brio de cala empresa de servicios coincide mnlade
equili brio; segundo,cuandola dudad alcanza su dmension 6gima, el diferencia de renta del
suelo es mayor o igual que d coste fijo de producaén; tercero, en ura situadén de eguili brio,
ladimension cela dudad (o lo que esigual, lavariedad de servicios) no se crresponce @n €l
tamafio éfimo de lamisma; cuarto, el gobiernolocd puede establece unimpuesto dredoy un
subsidio alas empresas de servicios, gue permita dcanzar unasituadon ce eguili brio eficiente.

Unade las principales aportadones que hacamos con este estudio, a legado del andlisis
emndmico ubano, es la que hace referencia ala dimensiéon ce un sistema de dudades en
equili brio. El nimero de aglomeradones urbanas que forman dcho sistema e sempre positivo,
aungle s este es reducido (es dedr, en la fase inicial de formadon el sistema, en la que
existen emnamias de locdizad6n), estamos ante una situadon estable, mientras que s es
suficientemente devado (es dedr, cuando surgen las deseconamias de locdi zad 6n), la solucion
es inestable. La ultima aonclusién resefiable es, que d nimero de dudades que comporen un
sistema aumenta s se incrementa d nivel de utilidad de las familias y, ademés, hay efedos
externos de locdizad 6n; sin embargo, el tamafio del sistema se reduce, cuando se incrementa d
bienestar de las economias domésticas y, simultaneamente, aparecen las desemnamias de
locdizaaodn.

No podemos finali zar, sin afirmar, que ain siendoimportantes las conclusiones que de
este estudio se etraen y, pa tanto, las aportaddn que & mismo supore ala literatura del
andlisis econdmico urbano, sin embargo, hay aspedos que no son tratados en este trabgjo pa
diversos motivos, y muy singularmente, el tamafio de dudad en un sistema e € que las
distintas aglomeradones urbanas comercian entre los srvicios diferenciados que producen;
ademés, con ello, sabremos $ € planteaniento de Krugman (19794 es defendible, o pa €
contrario, no.No olstante, hemos de resefiar que estos y otros aspedos referidos a la teoria
emndmicaurbana son oheto de investigad én en estos momentos.
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APENDICE

A.NOTASMATEMATICAS

A.l
o dvidemos que & B(Y —;’(r), | ’U)<o; aB(Y —(;I’(r), 1,U) _ o
r I
2 B(Y -T(r)! ,u)<oya B(Y - T(r),! ,u)<0.
dU A%

A.2.

oRY-T()1U)
or ’

2Ry -T()1.U) o, 2R -TC) 1Y) o 2Rl -T() 1Y)
al ’ ou Y

Lafuncién de demanda se caraderiza por ser:

0.

A3
El tamafio de una dudad en equili brio Nn" viene determinado pa el punto de intersecdon de lalineade

salario W, y la aurva de ingreso marginal privado Wm Por otra parte, no debemos de olvidar que
lim W'm(U, n, LY): 0 ,es dedr, cuando &l nimero de firmas productoras de servicios n locdizadas en la

ciudad es muy grande, e ingreso margina privado es casi nulo, dado que los efedos externos de
aglomeradon generados por la gran variedad de servicios apenas siponen incrementos en €l bienestar de

|las economias domeésticas.

A4

Lafuncién auxiliar de Hamilton es:
O 1 B 5 _9

H=-T()+Uah aZ an " (r)-Zm(r)+ym(r).
= =

E:eHag;anRie(?):[d ()= m(e () +wle* - x| +nlL, -1z = L]+ x|N -nL, - L¥].

A.5.

El diferencial derentadel suelo dela dudad i con respecto a las restantes del sistema dR es:
1 1

I
i 1 = =
dR =1- (2t r*dr == 2t N2.
I 3 I 1
0
Por otra parte, la pobladén total dela dudad i Ni esigual:

N, :Iandr = rizn:Q (véase euadon [18]).
n

siendo I € nivel de podadoén de la dudad i (que ademés esta plenamente ocupada).
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A.6.
Debido alas limitadones de extension a las que estamos smetidos, hemos reducido € andlisis del sector produccién a estudio de
los efectos externos de locdizadon. El andlisis podria anpliarse a caso de na reladén de produccén con dos funciones de

aglomeradén: locdizad6n y urbanizadén. La ecuad6n de dectos externos de urbanizadon seria:

zk=z(L, L, I OkOZei=12,..n.

z = El volumen de pobladén adivadel sector serviciosZ enla dudad i.
Lx = El volumen de poblad6n adivadelaindustria X en la dudad i.

LE = El trabajo necesario para producir unaunidad de Z en laempresak dela dudad i.

A7

Estafuncion del salario monetario se ha definido, sabiendo que:
-1
N, =L, +L, sendo L, = Lo(l— y) (ecuadén [11]).

D. DEMOSTRACIONES

D.1. Demostracion del teorema 3

Igualando las expresiones [17] y [21], obtenemos:
1
;ZZ =XLzn. [D.1.1]

Si dividimos la eaiadén anterior por Z1) 'y sustituimos 1] por {1 ™ (expresion[23)) y L, por L, +1Z

(eauadon [15]), obtenemos:

ZO — M‘O
Si comparamos las eciadones[D.1.2] y [10], concluimos que Z° = Z" €

D.2. Demostracion del teorema 4
Multiplicando la expresion [15] por m(r) eintegrando la eaiadon resultante, obtenemos:
5 & _9

O Iy "
N(p:.rg(r)wah azen " gn(r)dr +4Z+ [h(r)R(r)m(r)dr . [D.2.1]

Si sustituimos esta expresion en lafuncion objetivo [14], obtenemos:
S=P,X +4Z - N+ [RE N mir)r 022
0

Si sustituimos N =L, +nL, (1— y)_l y ¢, =P, X, enla ewadén anterior, tenemos que:

24



S=0z - gL, 1-)" + [R ple e o 23

Por otra parte (esta expresion se obtiene multiplicando la ewiadon [23] por Z 'y, sustituyendo ésta por su

valor 6ptimo Z° -eauadén [D.1.2]) sabemos que:

_ XN,
(z= 1-y : [D.2.4]
Si sustituimos la expresion anterior, en lafuncion objetivo [D.2.3], tenemos:
S= —nLO(p+IR(r)q(r)m(r)dr, [D.2.5]
0

It
donde J'R(r )1(r )m(r)d I', es el diferencial de renta entre las distintas famili as de la znaresidencial, y
0

NL,@ esel costefijo de produccién delos rvicios.
Tt

Como el excedente de renta S es mayor o igual a ceo, concluimos que I R(r )”l(r )m(r )d r=nL,p,es
0

dedr, que d diferencial de renta entre las distintas famili as de la zona residencial es mayor o igua que d

coste fijo de producdon de los rvicios. €

D.3. Demostracion del teorema 5
A partir de las eauadones [15], [16] y [17] podemos derivar la funcién de demanda de suelo para uso
residencial:

(#-3)

a 9 a8
hU.o-T()1)=a #5 U Plo-T(r) » . [D.3.1]
Si sustituimos la expresion [D.3.1] en [15], tenemos:
J 1 _a _éil 2 78_ N
¢+Zm(r):%(r)+UaEz °5 PUBI A (p-T(r)) s 12RO paz
H

Integrando la expresién anterior, obtenemos:

I

(p(U,N):I(p+Zm(r)jr =

0

Dr
S . [D.3.3]
H

1-0
s —= nL
S sugtituimos | =(I7|)/3 n? y N=L" +1—0 en la epresién anterior, e igualando 17 y @,

conforme alas restricdones[21] y [22], obtenemos:
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0 3 H yB-(1-y)5 %{ZBW
- W@+ priP Y LX L.n *
qo(U,n, LX):D (a f)[ S = Ol—y g . [D.3.4]
Haf5" 2B o # T

Si comparamos €l resultado anterior, con la ewadodn [13], concluimos que n”# n°, ya que
olU,n L )iW' U,n,L* ) para aalquier valor de U y L*, y por tanto, e ndmero de variedades de

servicios no coincidira wn el éptimo. Recordemos que @ nimero 6timo de servicios viene definido pa
el punto de intersecdon entre lalineade salario W, y la aurva de ingreso marginal privadoWn'q. €

D.4. Demostracion del teorema 6

Sabemos que alargo plazo, €l beneficio es nulo, de modo que:
(1+Gs)P,Z =W, (L, +12). [D.4.1]

Si sustituimos G4 en la ewiad6n anterior, obtenemos una expresion idéntica a[D.1.1], yaque W = X y

P, = { y, por tanto, podemos concluir que Z° = Z" (teorema 3)15, €

15| osresultados aqui obtenidos estan en lalinea de los alcanzados por Abdel-Raman (1987) y Abdel-Raman (1988; sin embargo,

contradicen las conclusiones de Dixit y Stiglitz (1973.
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